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Metode de numarare

I. Folosirea unor numere importante din combinatorica

Produs cartezian

Fie Ay, ..., A, multimi cu m;, m,, ..., m, clemente.
Numarul de elemente al multimii A; X A, X ...x A, este m;'my-...:m,.

Partile unei multimi

Fie A={a,, a, ..., a,}. Numim parte a multimii A orice submultime a acestei multimi. Multimea partilor lui A se
noteaza cu P(A) si are 2" elemente.

Numarul de functii
Fie A si B douda multimi cu n, respectiv m elemente. Prin functie intelegem o diagrama de forma

A B

Prin care oricarui element x din A i se asociaza un unic element y din B.
Daca notam cu f aceasta asociere, atunci scriem f:A—B.
Numarul acestor functii este m".

Pemutari

Fie A= {aj, a,, . . ., a,} o multime de numere reale. Aceasta mul{ime va fi reprezentatd in continuare cu ajutorul
vectorului a = (ay, a,, . . ., a,). Prin permutare a multimii A vom intelege, orice vector de dimensiune n ce contine
toate elementele multimii A Intr-o anumita ordine.

Numarul permutarilor unei multimi cu n elemente este egal cu n!= 1-2-3-. . ..n. (demonstratia acestui rezultat se
face prin inductie matematica).

Combinari

Fie A={a,, a,, . . ., a,} o multime. In continuare vom studia problema generrii tuturor submultimilor cu m
elemente (me {1, 2, . . ., n}) ale mul{imii A. O astfel de submultime se numeste m-combinare cu n elemente a
multimii A.

Ny n! .
Numirul de m-combinari cu n elemente este egal cu —————,notat prin C)" sau , unde n!=
m!(n—m)! m

1.2-3-...-n.

Aranjamente

Fie A= {a;, ay, . . ., a,} o multime. Fiind dat me {1, 2, . . ., n}, prin m-aranjament cu n elemente al mutimii A

intelegem orice submultime ordonatd cu m elemente a lui A (adicd orice vector de dimensiune m cu elemente

distincte din A).

Numarul de m-aranjamente cu n elemente este egal cu ﬁ,caresenoteaza cu A" . Se observa ca dintr-o m-
n—m)!

combinare cu n elemente se obtin m!, m-aranjamente cu n elemente si deci 4" =m!C,".
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II. Principiul includerii si excluderii

Enuntul principiului
Fiind date n>2 multimi finite A;, A,, . . ., A, §i notand cu card(4) numarul de elemente al multimii A, atunci.:

n n n
card(U 4;) = . card(4;)— 3 card(A4; 2 A ;) +..+ (=) card( 0 4,)
i=1 i=1 i<j J i=1

Demonstratie
Inductie matematica cu pasul 1 dupa n.

Aplicatie
Se dau p, ps,... , p. (n<10) numere prime distincte mai mici sau egale decdt k (k numar natural). Se cere sa se
determine cdte numere naturale mai mici sau egale cu k sunt divizibile cu unul din numerele p,, p,,... , p,.

Exemplu

Pentru n=3, p;=2, p,=3, p3=5, k=1000 se va afisa: 734
(DPA, Baraj lot olimpic de informatica, 2000)

Indicatie

Consideram multimile: Ai={p;q | qeN, piq<k}, ie{1,2,.. ., n}.
Observam ca numarul cautat este r=card(A ;AU ... UA,), care este egal (conform principiului includerii si

n n
> card(A;)— Y card(A; VA )+t (<) card( () 4;)
i=1 i<j J i=1
excluderii) cu:

Folosind card(A;)= card({piq | qeN, piq<k})=[k/pi], i€ {1,2,..., n}, card(AinA;)= card({pipq | 9N, pipjq<k})=
[k/(pipj], 1,j€ {1,2,..., n}, etc. se obtine:

_4a 3 _yn-1
r—gl[k/pi] Ej[k/(pipj)]+i<JZ<k[k/(pipjpk)]+"'+( " [k/A(ppy---Pn)]

Pentru a calcula fiecare suma din r, trebuie sa se genereaze termenii sumei, prin metoda backtracking.

I11. Folosirea unor formule pentru sume de numere naturale
1. Suma primelor n numere naturale

1+2+...+n=n(n+1)/2

2. Suma patratelor primelor n numere naturale

1*42%+.. +n’=n(n+1)(2n+1)/6

3. Suma cuburilor primelor n numere naturale

P+2°+.. 4n’=(n(n+1)/2)

4. Suma numerelor impare mai mici sau egale cu n=2k+1

143+ +n=(k+1)

5. Suma numerelor pare mai mici sau egale cu n=2k

2+4+.. +n=k(k+1)
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IV. Progresii aritmetice si geometrice

Un sir de numere in care fiecare termen, incepand cu al doilea, se obtine din cel precedent prin adaugarea unei
constante (numita ratie), se numeste progresie aritmeticd.

Proprietati

Daci a este primul termen, iar r este ratia unei progresii aritmetice (formata din termenii X, Xp,...,X;), atunci:
1) X =X T

2) X1=a

3) XiF(Xpe1HXpe1)/2

4) xi=at+(k-1)r

5) x1+Xp+. . X =(X X, )n/2=(2a+H(n-1)r)n/2.

Un sir de numere in care fiecare termen, incepand cu al doilea, se obtine din cel precedent prin inmultirea cu o
constanta nenula (numita ratie), se numeste progresie geometricad.

Proprietati

Daca a este primul termen, iar q este ratia unei progresii geometrice (formata din termenii x;, X,,...,X,), atunci:
1) Xk:Xk-l*q

2) X1=a

3) X =sqri(Xe. *Xie+1)

4) xg=a*q"’

5) X +xXo+. . Ax=(q*%-x)/(q-1)=(q" - 1)a/(q-1), q diferit de 1.

V. Metoda backtracking

Prin aceastd metoda se genereaza toate obiectele cu o anumita proprietate §i se numara, fara a retine solutiile.
Numarul rezultat este cel cautat.

VI. Metoda programarii dinamice. Relatii de recurenta.

Pentru a numara obiectele cu o anumita proprietate, dintr-o problema se stabilesc diverse formule de recurenta, care
pot fi gasite mai usor. Uneori numarul cautat are o forma mai complicata (este o expresie ce poate contine:
permutari, combinari, puteri, etc.) si deaceea este mai la indemana gasirea unor relatii de recurenta.

Aplicatii

1. Problema ”NR”, PACO
Se considera n numar natural nenul. Un joc DOMINO contine dominouri in forma de dreptunghi 1x2. Pe un
domino se gasesc inscriptionate prin puncte, douda numere (pentru fiecare numar k sunt desenate k puncte) ca in
exemplul urmator:

IIE - contine perechea de numere (1,2)
I:E - contine perechea de numere (0,1)

Jocul DOMINO contine pe dominouri urmatoarele perechi de numere:
(0,0); (1,L)y; (2,2); (3,3).. (n-1,n-1); (n,n)
(0,1); (1,2); (2,3); (3,4).. (n-1,n)
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(0,2); (1,3); (2,4); ..(n-2,n)

(0,n-1); (1,n)

(0,n)

Cerinta

Se cere numarul total de puncte desenate pe dominourile jocului DOMINO.
Date de intrare

Fisierul de intrare nr . in contine pe prima linie numarul n.

Date de iesire

Fisierul de iesire nr . out va contine numarul cerut.

Restrictii
1<n<2000000000
Exemplu

nr.in nr.out
2 12

Timp maxim de executie: 0.1 secunde/test

2. Problema ”tub” arhiva .campion

3. Problema ”albine” arhiva .campion

4. Problema ”teatrul” arhiva .campion

5. Problema ”scaune” arhiva .campion

6. Problema ”degrade” arhiva .campion

7. Problema ”scaune” arhiva .campion

8. Problema ”cod1” arhiva .campion

9. Problema ”grad2” arhiva .campion

10. Problema ”palma” arhiva .campion

11. Problema ”cd1” arhiva .campion
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